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Capitulo 1

Introduccion

La programacion 16gica (Logic Programming, LP) ofrece una manera natural de repre-
sentar conocimiento declarativo utilizando el lenguaje de la légica matematica. Hechos y
relaciones entre diversos objetos pueden ser capturados en un programa légico para que, con
la ayuda de herramientas computacionales, seamos capaces de contestar preguntas sobre
los objetos descritos y encontrar soluciones a problemas particulares.

La semdntica de answer sets, introducida por Gelfond y Lifschitz [13] con el nombre
de modelos estables y generalizada después por Lifschitz, Tang y Turner [18], representa
la acumulacién de una buena cantidad de avances y conocimientos en razonamiento no-
mondtono, sistemas auténomos de agentes y aplicaciones de inteligencia artificial.

La lista de aplicaciones practicas y casos exitosos para resolver problemas de la vida
real ha crecido de manera impresionante en los ltimos anos. Destacan, principalmente,
aplicaciones para resolver problemas combinatorios, proveer esquemas de planeacién y el
modelado de agentes 1égicos por mencionar algunas de las aplicaciones tipicas.

El objetivo principal de este trabajo se centra en el estudio de propiedades y conceptos
de la semantica de los answer sets, y algunas otras semanticas cercanas, mediante el uso
de logicas proposicionales. Ofrecemos un nuevo enfoque hacia la teoria de programacién
con answer sets a través de diversas herramientas y relaciones con la légica intuicionista,
asi como la amplia gama de légicas intermedias.

Este trabajo consiste, de hecho, en la recopilaciéon, revisiéon y reorganizacion de diversos
resultados y avances que, siguiendo esta linea de investigacién, hemos presentado ya en
diversos articulos de talleres, congresos y revistas en los tltimos dos afios. La contribucién
principal de este trabajo es entonces, el ofrecer un panorama amplio y detallado de todos
los resultados y las nociones propuestas en estos trabajos previos.

Uno de los primeros resultados importantes, presentado en [29], establece una carac-
terizacion de la seméantica de los answer sets en términos de la légica intuicionista. Esta
caracterizacién, en prosa, establece que

Una férmula es consecuencia légica de un programa légico en la semdntica de
answer sets si y solo si puede ser demostrada en cada extension consistente e
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intuicionisticamente completa formada agregando dtomos negados y doblemente
negados al programa.

Este resultado sigue la linea de investigacién iniciada por Pearce en [33], donde él pro-
pone una caracterizacion similar para el caso restringido de programas disyuntivos. Otro
resultado similar fue presentado en [17] en términos de las llamadas “légicas de equilibrio”.
Utilizando este tipo de enfoques podemos no sélo obtener resultados maés generales, sino
ademads estudiar y analizar otras posibilidades al considerar, por ejemplo, otras variedades
de logicas en el enunciado de la caracterizacion.

Los resultados obtenidos nos permiten, ademds, definir la nocién de inferencia no-
mondtona para cualquier teoria proposicional (con los conectivos usuales A, V, =, —) en
términos de una légica monoténica. Obtenemos también como consecuencia directa un
esquema que nos permite distinguir nociones como conocimiento y creencia. Otro de los
resultados, presentado en [28], muestra que la légica intuicionista utilizada en esta carac-
terizacion puede ser reemplazada por cualquier otra logica intermedia sin alterar la validez
del resultado.

También en [29] estudiamos los modelos minimos y su relacién con la seméntica de ans-
wer sets. A partir de los resultados obtenidos también se definié y caracterizé la seméntica
de los min-sets que considera a los answer sets que son, ademas, modelos minimos. Diversas
aplicaciones tedricas y précticas, ver por ejemplo [5, 14, 16, 19, 22], justifican el interés en
el estudio de los modelos minimos.

Otra de las nociones importantes que hemos estudiado es la equivalencia entre pro-
gramas légicos. Consideramos, por ejemplo, la definicién de equivalencia fuerte presentada
en [17]. La equivalencia fuerte se relaciona con un importante concepto de la ingenieria de
software y es que, si dos programas légicos son fuertemente equivalentes, podemos reem-
plazar localmente uno por el otro dentro de cualquier programa mas grande.

Los mismos autores de [17] ofrecieron una caracterizacién de equivalencia fuerte en
términos de la 16gica de 3-valores Gz. En [23] se demostré que esta misma relacién se sigue
satisfaciendo para teorias proposicionales arbitrarias y no solo para clases restringidas de
programas légicos. Se prob6 también en [29] que la equivalencia fuerte en el caso de los
min-sets queda caracterizada por la logica Gs.

La extensién conservativa, presentada por Baral en [3], es una versién un poco més
relajada de equivalencia. Un programa se considera extensién conservativa de otro si sus
modelos, restringidos al lenguaje del segundo programa, son exactamente los mismos. Lo que
permite la extension conservativa es agregar nuevos elementos al lenguaje y, posiblemente,
lograr simplificar la estructura de los programas. Una extension de este tipo es valida
siempre que, ignorando los nuevos elementos agregados al lenguaje, no se alteran los modelos
capturados por la seméntica.

En [29] presentamos una primera definicién de lo que llamamos una extensién conser-
vativa fuerte que, ademds de permitir extensiones en el lenguaje de los programas, preserva
todas las propiedades importantes de la equivalencia fuerte como el hecho de poder ha-
cer reemplazos locales. Estudiamos de nuevo este concepto en [24] donde se analizaron,
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ademds, diversas propiedades importantes para traducciones de programas légicos basadas
en el concepto de la extension conservativa.

En otros trabajos se estudiaron también traducciones que se pueden hacer para simpli-
ficar la estructura y la complejidad de los programas logicos. En diversas aplicaciones de
planeacién, diagnéstico y razonamiento, como por ejemplo [4, 9, 12], se proponen diversos
algoritmos donde, para modelar situaciones dindmicas, se deben calcular sucesivamente los
answer sets de diversos programas légicos.

Una caracteristica recurrente en este tipo de aplicaciones es que la serie de programas
logicos, para los cuales se deben encontrar sus answer sets, tienen siempre una gran parte
comun. De un programa a otro sélo se modifican unas cuantas reglas que sirven para modelar
el comportamiento dindmico del sistema. En [26] presentamos una serie de traducciones que
podrian aplicarse a este gran bloque comin de los programas para simplificar su estructura
y hacer mas eficiente el proceso evitando recalculo.

Tomando en cuenta las propiedades de equivalencia, extensiones conservativas y sus
caracterizaciones en términos de la légica Gg podemos estar seguros de que las transforma-
ciones propuestas pueden, efectivamente, aplicarse de manera local a sectores particulares
del programa sin modificar su seméntica declarativa. Usando las traducciones propuestas
en [26], complementadas con una traduccién adicional de [24], es posible traducir teorias
proposicionales arbitrarias a la clase de programas disyuntivos simples.

Este tipo de resultados nos permiten, por ejemplo, calcular los answer sets de cual-
quier programa proposicional traduciéndolo a uno disyuntivo y utilizando alguna de las
herramientas existentes para calcular answer sets en esta clase de programas.

La estructura de la presentacién de este trabajo es la siguiente: en el Capitulo 2 se
encuentra el marco tedrico de la investigacién, presentamos primero de manera informal
algunos de los conceptos e ideas principales para introducir después las definiciones y no-
taciones formales utilizadas en el trabajo; en el Capitulo 3 se recopilan y reestructuran
varios de los resultados presentados en [28, 29] relativos a la caracterizacién de answer sets
utilizando légicas intermedias, se caracterizan también las seméanticas de modelos minimos
y de min-sets; en el Capitulo 4 presentamos primero un estudio completo de las nociones
de equivalencia y las extensiones conservativas rescatando resultados de [23, 24, 26, 29],
presentamos y revisamos después diversas traducciones, principalmente de [24, 26|, que
nos permiten simplificar la estructura de los programas légicos; finalmente, en el Capitu-
lo 6, presentamos las conclusiones del trabajo y posibles lineas de investigacién, como las
discutidas en [25, 27, 30], para continuar el desarrollo de la teoria aqui presentada.



Capitulo 2

Marco Teoérico

El objetivo de este capitulo es presentar un panorama general de las ideas y conceptos
principales con los que se trata en este trabajo de investigacién. Se presentan primero,
informalmente, algunos conceptos generales a cerca de la programacién légica, la semantica
de modelos estables y los answer sets, asi como unas primeras consideraciones tedricas antes
de iniciar la presentacién formal.

Después presentamos las definiciones formales del lenguaje de la programacién légica,
logicas basadas en tablas de verdad multivaluadas y sistemas axiométicos. Definimos y
revisamos algunas propiedades simples de las 16gicas intermedias. Esta presentacién no es
totalmente exhaustiva pero si bastante clara y detallada, haciendo énfasis especial en las
propiedades que seran importantes en la discusién posterior.

La ultima de las secciones presenta diversas clases de programas légicos que se encuen-
tran en la literatura, se define también formalmente lo que es una semantica y se presen-
tan después las definiciones oficiales de las seménticas de modelos minimos y answer sets.
Mediante un ejemplo se muestra también como calcular los answer sets de un programa
particular.

2.1. Conceptos Generales

FEn esta primera seccién presentaremos de manera informal, mas bien intuitiva, varios de
los conceptos importantes con los que se relaciona este trabajo de investigacién. Presenta-
mos, de una manera muy general, el enfoque que propone el paradigma de la programacién
l6gica. Describimos también los origenes y las cualidades de la seméantica de answer sets,
asi como algunas notas y consideraciones generales necesarias antes de hacer una presenta-
cién formal de estos temas.

2.1.1. El Enfoque de la Programacion Logica

El modelo usado tradicionalmente para enfrentar un problema con ayuda de la com-
putadora consiste, primero, en realizar un andlisis y estudio del problema para, después,
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proponer un algoritmo que, ejecutado paso a paso, sea capas de encontrar las soluciones
del problema en cuestién. La computadora, en este caso, es utilizada simplemente como
una herramienta de cdlculo que realiza, de manera maés rapida y eficiente, las operaciones
y cémputos requeridos por el algoritmo propuesto.

La programacién légica ofrece un modelo alternativo para enfrentar y tratar de solucio-
nar problemas auxiliados por la computadora. Este modelo, lo que pretende, es proveer a la
computadora de una descripciéon del problema que tratamos y no propiamente de un meca-
nismo para construir soluciones. La computadora sera entonces la responsable de analizar
todos los casos posibles y determinar cuales de ellos representan soluciones al problema
descrito.

El esquema de la programacion légica necesita entonces de un lenguaje que nos permita
describir problemas a la computadora. Este lenguaje debe ser claro y especifico, falto de
ambigiiedad. Ademds debe ser capas de expresar construcciones matematicas tipicas. El
lenguaje que, por supuesto, mejor se adapta a estos requerimientos es el lenguaje de la
l6gica matematica. Uno de los ejemplos méas comunes para mostrar las posibles aplicaciones
de la programacién légica es el problema de la coloracién de un mapa.

Ejemplo 2.1. La siguiente es una variante tipica del problema de colorear un mapa que
puede describirse facilmente mediante las siguientes reglas:

1. Cada ciudad debe ir coloreada por alguno de los colores: rojo, verde o azul.
2. No puede ocurrir que dos ciudades adyacentes tengan el mismo color.

Este mismo par de reglas se pueden escribir usando la sintaxis de los programas légicos de
la siguiente forma:

color(X, rojo) V color(X, verde) V color(X, azul) « ciudad(X).
«— color(X, C) A color(Y, C) A adyacente(X,Y).

El problema requiere ademas, por supuesto, de una descripcion de la instancia particular de
un mapa. Dicha descripcién debe contener reglas de la forma ciudad(z) y adyacente (z,y)
donde las variables x y y se pueden reemplazar, por ejemplo, por los nombres de las ciudades
en el mapa.

Observe cuan fiel es la descripcién del problema en el programa légico del ejemplo
anterior comparada con la que fue hecha primero en lenguaje natural. La descripcion es,
ademads, muy clara y concisa. Una solucién algoritmica para este mismo problema requeriria,
cuando menos, de una veintena de instrucciones; asi como de un andlisis previo de las
propiedades y cualidades especiales de las soluciones del problema.

El modelo propuesto por la programacién légica presenta varias ventajas. Ademdés de
la claridad con que pueden ser descritos los problemas, nos ahorra el tener que realizar un
estudio minucioso del problema antes de poder enfrentarlo. Otra de las ventajas que ofrece
es que, en aplicaciones reales, las condiciones o restricciones para un problema pueden
cambiar de un momento a otro. En el caso de la programacién légica un cambio de esta
naturaleza sélo representa una modificacién en la descripcién del problema. Mientras que, en
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el caso procedural, una de estas actualizaciones podria modificar alguna de las propiedades
esenciales del problema y haciendo necesaria, incluso, la reescritura completa de un nuevo
algoritmo para resolver el nuevo problema.

Una de las ventajas que, por su parte, mantiene el enfoque procedural es, por supuesto,
la eficiencia y la rapidez con que se pueden encontrar soluciones. Es de esperarse que si
proveemos a la computadora de métodos y construcciones especificas para encontrar las
soluciones de un problema en particular, se puedan obtener mejoras significativas en la
eficiencia. Muchos de los proyectos y avances recientes en la programacién légica consiste en
implementar modelos hibridos que rescaten las mejores caracteristicas de ambos enfoques.

2.1.2. Answer Sets y Modelos Estables

Para que un programa légico tenga un significado y pueda ser interpretado por herra-
mientas computacionales se le debe asignar una semantica. Una seméantica es, intuitivamen-
te, una manera de determinar el tipo de conclusiones que se pueden establecer a partir de
un conjunto de reglas. Un problema debe codificarse entonces, en la forma de un programa
l6gico, buscando que la semantica del programa capture, precisamente, las soluciones del
problema en cuestién.

La seméntica de modelos estables (stable models), introducida por Gelfond y Lifschitz
en [13], significé un importante adelanto en el drea de la programacién légica. Una de
las principales novedades de la seméntica de modelos estables fue la facilidad con que
permitia modelar el concepto de megacion como falla en los programas légicos. Este tipo
de negacion facilita la especificacion de conocimiento por omision (default knowledge) y
establecer relaciones inerciales que son fundamentales para modelar sistemas dinamicos.

Los modelos estables, como fueron definidos en [13], proveen de un significado seméntico
a los programas légicos que, sin embargo, estan condicionados a una sintaxis particular muy
restringida. La semantica de modelos estables consideraba, inicamente, reglas de la forma:

hiV---NVhyp—bi A Nbp A b1 Ao A by

donde cada h; y b; es una féormula atémica con n > 0, m > 0y [ > 0. Este tipo de reglas,
aunque representan sélo una clase restringida de programas logicos, probaron ser de gran
utilidad para poder enfrentar y resolver una amplia cantidad de problemas.

La seméntica de answer sets, propuesta por Lifschitz, Tang y Turner en [18], generaliza
la nocién de modelos estables para una clase de programas mas amplia. Los programas
l6gicos que se consideran en esta seméantica permiten reglas de la forma H < B, donde el
par de férmulas H y B pueden estar compuestas de conjunciones, disyunciones y negaciones
arbitrariamente anidadas. En [11] se muestran evidencias claras de cémo este lenguaje puede
ser de gran utilidad para representar y resolver problemas reales.

Asi surgié la Programacién con Answer Sets (Answer Set Programming, ASP) o también
conocida como A-Prolog. Este paradigma representa la acumulaciéon de una importante
cantidad de avances en razonamiento no-mondétono, inteligencia artificial y programacion
l6gica durante los tltimos 15 anos.
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El éxito de la semantica de los modelos estables, y posteriormente de los answer sets,
se debid en gran medida a su capacidad para resolver problemas. Gracias a la existencia de
implementaciones eficientes para calcular modelos estables como dlv' y smodels? la gama
de problemas que podian enfrentarse con este nuevo paradigma crecié rapidamente para
incluir problemas combinatorios, establecer y resolver problemas de planeaciéon, modelar el
comportamiento de agentes logicos y aplicaciones de inteligencia artificial en general.

Sin embargo ocurre que, de un modo ciertamente sorprendente, las primeras relaciones
entre la logica proposicional y la programacién légica estaban simplemente restringidas al
uso de un lenguaje comun. Las definiciones de las primeras seméanticas, aunque ciertamente
estan basadas en nociones de la légica matematica, estdn més bien propuestas a partir de
métodos que simplemente parecen razonables para asignar modelos a un programa logico
dado. El estudio de propiedades o caracterizaciones de la seméntica en términos de légicas
proposicionales es un tema de investigacion mucho mas reciente.

2.1.3. Notas y Consideraciones Preliminares

Una de las caracteristicas innovadoras que presenta la seméntica de answer sets es,
precisamente, el uso de dos tipos de negaciones distintas. La negacion cldsica o explicita,
que denotaremos con el conectivo ~, permite especificar explicitamente conocimiento que
sabemos de antemano es falso. Mientras que la negacion como falla, denotada como —, tiene
un significado un tanto distinto.

La intuicién la negacién como falla es que una formula —F es cierta si, con la infor-
macién disponible, no es posible mostrar que la férmula F sea cierta. Observe que el no
poder mostrar que un hecho es cierto no implica necesariamente que éste sea falso. Puede
ocurrir que, por ejemplo, el hecho sea en efecto cierto pero la informacién disponible no
sea suficiente para demostrarlo. Entre las ventajas que ofrece la negaciéon como falla estd,
como lo habiamos mencionado antes, la facilidad con que se puede expresar conocimiento
por omisién.

Ejemplo 2.2. Una de las aplicaciones donde se utilizan ambos tipos de negaciones es
para describir situaciones que normalmente son ciertas, pero que pueden tener excepciones.
Podemos escribir, por ejemplo, que “normalmente las aves vuelan” utilizando la regla:

vuela(X) «— ave(X) A —~vuela(X).

De manera un poco mas formal esta regla dice: “Si X es un ave y, con la informacion
disponible, no es posible determinar que no vuela entonces asumiremos que si puede volar”.
Supongamos que tenemos la siguiente informacién acerca de algunas aves en nuestra base
de conocimientos:

"http://wuw.dbai.tuwien.ac.at/proj/dlv/.
’http://www.tcs.hut.fi/Software/smodels/.
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ave(pato) .
ave(pelicano).
ave (pingiiino) .
~vuela(pingiiino) .

El sistema podré inferir correctamente que tanto el pato como el pelicano, como son aves,
pueden volar. Sin embargo el sistema no tratarda de usar el mismo razonamiento para de-
mostrar que los pingiiinos vuelan pues ya que sabe, de manera explicita, que no lo hacen.

Es importante hacer la aclaraciéon de que, en diversas fuentes importantes en la litera-
tura, es comun encontrar al simbolo not para denotar a la negacién como falla (aqui de-
notada como —) y al simbolo — para la negacién explicita (aqui denotada ~). La notacién
que aqui empleamos sigue de una corriente iniciada por trabajos recientes que buscan esta-
blecer relaciones entre las 1égicas proposicionales y la propia programacion légica. En este
caso resulta que la negacion — utilizada comunmente en la légica proposicional coincide
precisamente con la negaciéon como falla de la programacién légica.

El uso de la negacién explicita ~ en la seméntica de answer sets es, de hecho, muy
restringido. Sélo se permiten ocurrencias de esta negaciéon dentro de férmulas atémicas.
Ademsds de que no juega un papel realmente significativo en la definiciéon de la seméantica.
En el Ejemplo 2.2 podriamos cambiar la expresién ~vuela por un dtomo nuevo: no-vuela,
sin alterar el significado seméntico del programa.

Es por esto que no consideraremos en la discusién principal de este trabajo a programas
que hagan uso de la negacién explicita. S{ discutiremos como reintegrar este tipo de negacién
dentro del esquema que proponemos e incluso, gracias a los resultados que proponemos,
podremos considerar un nuevo esquema que permite el uso de la negacién explicita sin
ninguna restriccion sintactica. La negacién explicita podra usarse en este esquema no sélo
para negar expresiones atémicas sino férmulas arbitrarias en general.

Otra de las restricciones sintacticas necesarias para definir la semantica de answer sets,
igual que en el caso de los modelos estables, es eliminar los simbolos funcionales del len-
guaje. Esto es necesario porque, utilizando dominios infinitos, los answer sets ya no son
necesariamente recursivamente numerables [20].

También, como es comun en la literatura, se consideran tinicamente teorias proposicio-
nales finitas. Los programas con variables, como los mostrados en los Ejemplos 2.1 y 2.2,
pueden incluirse en este esquema mediante un proceso de instanciacién. Cada una de las
reglas con variables es reemplazada por todas sus posibles instancias cambiando estas va-
riables por los posibles valores constantes. Asi, por ejemplo, el programa del Ejemplo 2.2
serfa traducido a:

ave(pato) .

ave(pelicano).

ave (pingiiino) .

~vuela(pingiiino) .

vuela(pato) « ave(pato) A —~vuela(pato).
vuela(pelicano) « ave(pelicano) A —~vuela(pelicano).
vuela(pingiiino) « ave(pingiiino) A —~vuela(pingiiino) .
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Asi, mediante este proceso de instanciacién podemos restringir nuestra atencién, cuando
estudiamos la teoria de los answer sets, a programas légicos en el caso proposicional.

2.2. Logica Proposicional

En esta seccién presentamos los conceptos y definiciones que requerimos sobre la légica
proposicional. Introducimos primero el lenguaje formal con el que se construyen las férmulas
l6gicas y, después, discutimos brevemente algunas de las logicas que, propiamente, se utilizan
para dar significado a este lenguaje formal. Un tratamiento méas completo se puede encontrar
en referencias como [21, 39].

2.2.1. Lenguaje Formal

Consideramos formalmente un lenguaje provisto del siguiente alfabeto: un conjunto
numerable £ cuyos elementos son llamados dtomos; los conectivos A, V, —, L; y los simbolos
auxiliares (, ). Los dtomos en £ se denotan usualmente con letras mintsculas: a,b,c,...;
también se podran usar nombres cortos como: color, nodo, etc. cuando se trate de &tomos
en algtiin contexto particular.

Los conectivos A,V y — son binarios, mientras que L es de orden cero, es decir no se
usa para conectar féormulas. El conector L es, por si mismo, una féormula. Las féormulas se
definen como es usual en légica, formalmente consideramos el conjunto de férmulas de la
l6gica proposicional —al que denotamos P— que se define recursivamente como sigue:

1. L eP.
2.s1ia € L entonces a € P.
3.s1 F,G € P entonces (FAG),(FVGQG),(F—Q)eP.

4. una expresion estd en P sélo si puede ser mostrado con las condiciones 1-3.

Otras notaciones se permiten como abreviacién de las férmulas proposicionales recién
definidas. El simbolo T se introduce, en particular, como una abreviaciéon de (L — 1); la
férmula —F abrevia a (F' — L1); y (F < G) como abreviacién de ((FF — G) A (G — F)).
La notacién (F' < G) es tan s6lo una manera alternativa de escribir la férmula (G — F)).

Cuando no haya riesgo de ambigiiedad podemos, manteniendo convenciones sobre la
precedencia de los conectivos, eliminar paréntesis. Asi, definimos al conectivo — como el de
mayor precedencia, siguen los conectivos A, V en el nivel medio y, finalmente, los de menor
precedencia son —, < y <. Los conectivos en una misma jerarquia se agrupan, en el orden
en que aparecen, de izquierda a derecha.

Ejemplo 2.3. Presentamos algunos ejemplos sencillos de abreviaturas y las férmulas que
éstas representan:
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abreviatura férmula

(aANbAc)— (avVbVe) (((anb)Ae)— ((aVb)Ve))
pe—ah—q ((an(g— 1)) —p)

~(aA=b) < (pVq) (((an(—1)—L)—=(pVa)

AV = ((an(b— 1)) — 1))

Una teoria es, en general, un conjunto de férmulas. Sin embargo, para los propdsitos
particulares de este trabajo, consideraremos unicamente teorias finitas. Si T es una teoria
definimos el lenguaje de T, denotado L7, como el conjunto de dtomos que ocurren en T
Observe que, si asumimos que 1" es finita, siempre se tiene que L7 es finito.

Una literal puede ser un dtomo a (una literal positiva) o un dtomo negado —a (una literal
negativa). Dada una teorfa 7" definimos también la teoria negada —T = {—F | F' € T'}.

2.2.2. Logicas Multivaluadas

Las légicas multivaluadas surgen como una generalizacién de las tablas de verdad utili-
zadas para definir a la logica clésica. De particular interés para los propdsitos de este trabajo
son las 16gicas multivaluadas G;, con valores en de verdad en el conjunto {0,1,...,i — 1},
definidas por Godel.

En la logica G; el valor de verdad i — 1 se conoce como el valor designado. Una inter-
pretacion en Gy, es una funcién I: £ — {0,1,...,i — 1} que asigna un valor de verdad a
cada atomo en el lenguaje. El dominio de esta funcion se extiende al conjunto completo de
férmulas proposicionales propagando la evaluacion sobre sus conectivos:

« I(A— B)=i—1si I(A) < I(B) y I(A — B) = I(B) en otro caso.
= I(AV B) = méx(I(A), I(B)).

s I(AA B) = min(I(A), I(B)).

. I(L1) =0.

Recuerde que T, -A y A « B fueron introducidos como abreviaciones. A partir de las defi-
niciones anteriores podemos determinar también como se propaga la evaluacién de férmulas
sobre estos conectivos:

e [(T)=i—1
m [(mA)=i—1s1I(A) =0y I(-A) =0 en otro caso.
» [[A—~B)=i—1siI(A)=1(B) y I(A < B) =min(I(A),I(B)) en otro caso.

Decimos que una interpretacion es definida si asigna tinicamente valores 0 6 i — 1 a los
atomos del lenguaje. Decimos que es indefinida si existe algin atomo al que se le asigne un
valor intermedio.

Dada una interpretacion I y una férmula F' decimos que I es un modelo de F' si es de
que I evalia a F' al valor designado, es decir I(F) = i — 1. De manera similar podemos
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decir que I es un modelo de la teoria T si I es un modelo de cada férmula contenida en T'.
Equivalentemente podriamos definir I(T') = minper I(F') de modo que I es un modelo de
la teorfa T si I(T') = ¢ — 1. Si una férmula F' es modelada por todas las interpretaciones
(asignaciones de valores) posibles decimos que F' es una tautologia.

Observe que, en particular, G, corresponde exactamente a la légica cldsica usual. En
la légica clasica, que también denotamos C, las interpretaciones suelen relacionarse con
subconjuntos del lenguaje. Es decir, a cada conjunto M C L se le asocia la interpretacién
que evalia M(a) =1 cuando a € My M(a) = 0 si a ¢ M. Nos tomamos la libertad de
decir que un conjunto de atomos M C L es un modelo cldsico de la teoria T, y se denota
como M = T, si la interpretacién asociada es, en efecto, un modelo de T respecto a la
logica clasica.

La légica Gg, conocida también como HT o légica de “Here and There”, sera de especial
utilidad en algunos de los resultados que presentamos mas adelante. El nombre “Here and
There” viene de una representacién de la 16gica Gg en términos de seménticas de Kripke
con dos mundos: “Aqui y All4”.

Ejemplo 2.4. Las siguientes tablas muestran que, por ejemplo, algunas tautologias clasicas
como ——a — a'y aV —a no son tautologias en la logica Gs.

—ma — a aV —a
020 2 0 02 20
201 11 1101
202 2 2 2202

Godel definié también, a partir de las logicas G;, una légica conocida como G,. Una
férmula F' es un teorema de la 16gica G si, para toda i en {2,3,... }, la férmula F' es una
tautologia en la logica G;

2.2.3. Sistemas Axiomaticos

La légica intuicionista, denotada I, surge como una alternativa a la légica clasica. Pre-
tende explicar el significado de los conectivos 16gicos en términos de conocimiento o demos-
trabilidad, y no buscando una verdad o certeza absoluta como se hace en la logica clésica
de dos valores.

Esta légica puede ser definida utilizando semanticas de Kripke o a partir de métodos de
deduccién natural [37, 38]. Nosotros utilizaremos una presentacién de la l6gica intuicionista
basada en los sistemas axiomaticos de Hilbert que presentamos a continuacién de manera
formal. La ldgica intuicionista se define a partir de los siguientes diez esquemas de axiomas:
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Al. A— (B—A).

A2. (A-(B—-C))— ((A—=B)— (A—=0)).
A3. AANB— A.

A4. ANB — B.

A5. A— (B— (AANDB)).

A6. A— (AVB
A7. B—(AVB
A8. (A—-0C)—(B—C)— (AVB)—()).
A9. (A— B)— ((A— —-B)—-A).

A10. -A— (A— B).

o~~~ — —

Recuerde que estos son “esquemas” de axiomas, y no axiomas propiamente. Un axioma
se obtiene reemplazando las formulas A, B y C'—que se dejaron indicadas en los esquemas—
por férmulas proposicionales. Asi tenemos, por ejemplo, que la féormula a A (bV ) — (bV c)
es una instancia del esquema de axioma 4. La légica intuicionista utiliza adema&s, como
regla de inferencia, la regla de modus ponens. Esta regla permite obtener B si es que ya se
tienen las férmulas A y A — B.

Una prueba para la férmula F' es una secuencia finita de férmulas Fy,..., F, donde
la férmula F,, = F y cada Fj (con 1 < k < n) es: (i) la instancia de un axioma, o bien
(ii) se obtiene por una aplicacién de modus ponens sobre dos formulas F;, Fj con i,j < k
(es decir, si F; = F; — Fy). Entonces decimos que F' es un teorema (intuicionista) si existe
una prueba, segun la definicién anterior, para F'.

Ejemplo 2.5. Este es un ejemplo de la prueba del teorema a — a:

1. (a—((a—a)—a))— ((a—(a—a))—(a—a)) Axioma 2
2. a— ((a—a)—a) Axioma 1
3. (a—(a—a))—(a—a) M.P. 1-2
4. a— (a—a) Axioma 1
5. a—a M.P. 34

Se pueden construir sistemas axiomadaticos similares a este para proveer definiciones al-
ternativas para las logicas que ya conocemos. Por ejemplo, si agregamos a los axiomas de
la 1égica intuicionista el nuevo esquema de axioma:

All. (mA— A) — A

obtenemos un sistema axiomético de prueba para la légica clasica. O bien, si agregamos el
esquema de axioma:

A1, (-B—=A) —=((A—B)— A) — A).

lo que se obtiene es la definicién de la légica Sm, una representacion més para la 1égica que
conocemos como Gg o HT.
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2.2.4. Logicas Intermedias

Godel mismo demostré que existe, al menos, una cantidad numerable de logicas situadas
entre la clasica y la intuicionista. Formalmente se tiene la siguiente proposicion, donde el
simbolo C denota la inclusién propia del conjunto de férmulas demostrables (teoremas o
tautologias) en cada logica.

Proposicién 2.1. [39/1C G C - C G431 CG; C--- C Gg C G =C.

Llamaremos [dgicas intermedias a todas aquellas légicas cuyo conjunto de férmulas
demostrables se encuentre entre la légica intuicionista y la logica cldsica (inclusive). Una
l6gica intermedia propia es una légica intermedia que no es la légica clésica.

Un resultado importante también es que la logica Gg es, precisamente, la 1égica inter-
media propia mas fuerte. Es decir, entre la légica clasica y la légica de 3 valores Gg no se
puede situar ninguna otra légica (conjunto de férmulas cerrado bajo modus ponens).

Como consecuencia de este resultado se podria pensar que la légica intuicionista es
menos poderosa que la logica clasica pues, en efecto, prueba “menos” cosas. Sin embar-
go, mediante un resultado de Gdédel, es posible recuperar a la légica clasica dentro de la
intuicionista.

Proposiciéon 2.2. [21] La férmula F es una tautologia cldsica si y solo si =—F es un
teorema intuicionista.

Observe que, si de alguna manera conseguimos implementar un método que determine
si una férmula es o no un teorema intuicionista, entonces tenemos también resuelto el
caso para la logica clasica. Parece ser, de hecho, que la légica intuicionista y las légicas
intermedias propias son especialmente ttiles en el contexto de la programacion légica debido
a su capacidad para distinguir entre a y ——a.

2.2.5. Notacion y Resultados Basicos

Utilizamos la notacién estandar Fx F' para denotar que F' es una férmula demostrable
(un teorema o una tautologia) en la légica X. Si T' es una teoria utilizamos el simbolo
T bx F para denotar Fx (Fy A -+ A F,) — F para algunas férmulas F; contenidas en 7.
Esta no es la definicién tradicional que se puede encontrar en la literatura, pero se puede
mostrar que ambas definiciones son equivalentes mediante resultados bien conocidos como
son, por ejemplo, el Teorema de la Deduccion.

Un primer resultado que podemos demostrar, ya que hemos establecido esta notacién,
es una ligera generalizacién de la Proposiciéon 2.2. Este resultado nos permite aplicar el
mismo resultado de Godel, ain cuando la prueba intuicionista se valga de un conjunto de
premisas.

Proposicion 2.3. Sea T una teoria y F una formula. T Fc F si y solo si T by =—F.

Demostracion. Por definicién T F¢ F si existe un conjunto de férmulas {Fy,...,F,} C T
tales que F¢ (Fy A --- A F,) — F. La Proposicién 2.2 muestra que esto es posible si



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 14

y solo si by == ((F1 A -+ A F,,) — F). Pero en intuicionismo se puede demostrar que
F1 ==(A — B) < (A — —==B) asi que k1 (F1 A--- A F,,) — == F. Pero, de nuevo, esta es
la definicién de T F1 ——F. O

Una teoria T es consistente, respecto a la légica X, si no ocurre que T Fx L. Es facil
demostrar que, sin embargo, el hecho de que una teoria sea consistente no depende de la
logica particular que utilicemos.

Proposicion 2.4. Sean X y Y son dos ldgicas intermedias. Una teoria T es consistente
respecto a la logica X si y solo si es consistente respecto a Y.

Demostracion. Basta demostrar que si T' Fx L entonces T Fy L. Si T Fx L entonces,
por la Proposiciéon 2.1, también T ¢ L. Usando la Proposicién 2.3 tenemos entonces que
T ;== L. Pero es facil ver que - =——1 — L y, por lo tanto, 7'y L. Finalmente, usando
de nuevo la Proposicién 2.1, concluimos que T Fy L. O

Gracias a este resultado podemos decir simplemente que una teoria es consistente sin
tener que especificar alguna légica en particular. Observe también que el hecho de que una
teoria sea consistente implica que esa teoria tiene al menos un modelo clésico.

Definimos también, si 7'y U son un par de teorias, el simbolo T' Fx U para denotar
que T Fx F para toda férmula F' € U. Escribiremos T IFx U para denotar el hecho de que
T es consistente y T' Fx U. Finalmente decimos que dos teorias 177 y T son equivalentes
respecto a la légica X, y lo denotamos 17 =x 15, si es de que 11 Fx To vy T Fx T7.

Los siguientes dos resultados, con los que cerramos esta presentacién, estan relacionados
con la nocién de teoria completas.

Proposicién 2.5. [21] Si My y My son conjuntos disjuntos de dtomos y F una formula
con lenguaje L C M1 U My entonces My U—-Ms b1 F 6 My U—-Ms 1 —F.

El esquema para demostrar esta proposicién estd muy bien explicado en [21], aunque
no se presenta en el contexto de la logica intuicionista. La demostracién se basa en la idea
de observar las premisas como a < T, cuando a € My, y a < 1, cuando a € M. Se
pueden reemplazar todas las ocurrencias de atomos en F' por los conectivos T y L y reducir
después la férmula, siguiendo las mismas reglas de la evaluacién en l6gica cldsica. En [21]
se muestra como, a partir de esta interpretacién clasica, es posible construir una prueba
formal para F' 6 —F segun haya sido el caso.

Proposicion 2.6. Si My y My son conjuntos disjuntos de dtomos y F una férmula con
lenguaje Lrp C M1 U My entonces —— My UMy by =—F 6 == My UMy b1 —F.

Demostracion. Por la Proposicion 2.5 sabemos ya que My U—-Ms 1 GG, donde G es alguna de
las férmulas F' 6 —F. Entonces, para algin conjunto finito de atomos {ay,...,a,} C My,
tenemos que =My b1 (ag A -+ A a,) — G. Luego, como en intuicionismo 1 A — ——A,
podemos llegar a que =My b1 ==((a1 A -+ A ap) — G) v, distribuyendo la doble negacién,
-Ms bty (——ag A -+ A =—a,) — ——G. Llegamos finalmente a ——M; U =My Fp ——G.
Equivalentemente, segin el caso, -——M; U =My 1 == F 6 == M; U =My 1 —F. O
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2.3. Programacion Légica

FEn esta seccion revisaremos algunos de los conceptos y nociones generales de la progra-
macién légica. Presentamos primero diferentes clases de programas légicos que se encuen-
tran comunmente en la literatura. Definimos después, para poder dar un significado a los
programas 1égicos, la nocién de semdntica. Finalmente presentamos la definicién oficial de
la seméantica de answer sets.

2.3.1. Clases de Programas Légicos

Un programa ldgico es, en general, una teoria finita. Restringiremos nuestra atencion,
como hemos mencionado antes, a programas légicos en el caso proposicional. También es
posible tratar programas légicos con variables mediante un proceso de instanciacién como
se discuti6 en la Seccién 2.1.3.

Una clase de programas logicos es, simplemente, un conjunto de programas logicos.
Utilizaremos el simbolo Prp para denotar al conjunto de todas las teorias proposicionales.
La clase mas general de programas que consideraremos en este trabajo es precisamente Prp.

Otra clase importante que consideraremos es, por ejemplo, la clase de los programas
positivos donde no se permiten ocurrencias del conectivo L, a excepcién de aquellas que
aparezcan en construcciones de la forma | — 1 que pueden representarse como T. El
caso general de la negacién —F, por lo tanto, no estd permitido dentro de los programas
positivos.

Los programas logicos que se encuentran en la literatura se definen usualmente como
conjuntos de clausulas. Una cldusula es una férmula de la forma H < B donde las férmulas
H y B se conocen como la cabeza (head) y el cuerpo (body) de la cldusula respectivamente.
Observe que, por tradicién en programacién légica, se utiliza el simbolo de implicacién en
su forma invertida. Asi una clausula H < B en un programa légico puede leerse como: “H
si es de que B”.

Hay dos casos particulares de clausulas que son: los hechos, de la forma H «— T,y las
restricciones o constraints, de la forma | <« B. Los hechos y las restricciones se pueden
abreviar también como H y < B respectivamente. Observe que, como los sistemas 16gicos
que consideramos (las lgicas intermedias) cumplen con la regla modus ponens, la abrevia-
cion H para la férmula H < T es consistente con las definiciones que hemos presentado.

Las cldusulas aumentadas son clausulas donde H y B se construyen utilizando los
conectivos A, V y — anidados arbitrariamente. Note que, en particular, las implicaciones
anidadas no se permiten dentro de una clausula aumentada. Resulta que en las légicas
intermedias propias, asi como en las semanticas que definiremos mas adelante, las formulas
-AV By A — B no son equivalentes, es por eso que esta restriccién sobre la sintaxis de
las clausulas es importante.

Una cldusula libre es la que tiene una disyuncién de literales en la cabeza y una con-
juncién de literales en el cuerpo. Se permite que la cabeza o el cuerpo de una clausula libre
sean vacios para denotar una restriccién o un hecho respectivamente.
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Una cldusula general es una cldusula libre que no permite negacion en la cabeza. Todas
las literales que ocurren en la cabeza deben de ser a&tomos positivos. Finalmente una cldusula
disyuntivae es una clausula general cuya cabeza no es vacia, es decir, no es una restriccién.

Ejemplo 2.6. A continuacién presentamos algunos ejemplos de clausulas.

avVbVec—pANgN-r. disyuntiva

—pAq. general (restriccién)
aV -b—pA-gq. libre

aV —a. libre (hecho)
—(aA=b) —pV(-gAT) aumentada
a«—(p—q) férmula proposicional

Definimos un programa aumentado como una teoria que contiene inicamente clausulas
aumentadas, y la clase Aug como la clase que contiene a todos los programas aumenta-
dos. Similarmente se definen los programas libres, generales y disyuntivos; asi como sus
respectivas clases: Free, Gen y Dis. Observe que, en particular, estas clases recién definidas
satisfacen la relacién: Dis C Gen C Free C Aug C Prp.

Otra clase importante de programas, que se utiliza como una clase intermedia para
definir la seméantica de answer sets, es la clase de programas basicos. Un programa bdsico
es un programa aumentado donde no la cabeza y el cuerpo de cada cldusula no contienen
férmulas negadas —F. Observe que los programas basicos no son siempre programas positi-
vos. El conectivo L si puede aparecer, en la cabeza o en el cuerpo de las clausulas, siempre
que no ocurra como consecuente de una implicacién F' — | produciendo una negacién. Un
programa basico puede, incluso, contener restricciones. La clase de programas bésicos la
denotamos como Bas.

2.3.2. Semanticas para Programas Légicos

Una interpretacion para un programa légico P es un conjunto de dtomos M C Lp.3
Dada una clase de programas C', una semdntica Sem es una funcién que asigna a cada
programa légico P € C un conjunto de interpretaciones para P. Un ejemplo sencillo de una
semantica es la semantica de los modelos clasicos de un programa proposicional.

Definicién 2.1. Para cada programa P € Prp se define la semdntica de modelos (cldsicos)
de P como el conjunto

M(P) = {M C Lp| M |= P} .

En algunas ocasiones es importante distinguir, dentro de los modelos de una seméantica,
aquellos que tienen la propiedad de ser minimos. Asi se puede definir, para cada semantica,
una cierta semantica minima.

3No confundir con las interpretaciones en G; de la Seccién 2.2.2. Las interpretaciones que aqui definimos
no tienen, aun, ningun significado seméntico.
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Definicion 2.2. Si Sem es una seméantica definida para una clase de programas C' entonces,
para cada P € C se define la semantica minima:

Sem™(P) = {M € Sem(P) | (AN € Sem(P))(N C M)} .

La semantica de modelos minimos, M™, es una semantica bien conocida y la cual ha
probado ser 1til en muchas aplicaciones. Observe que un programa puede tener uno, ninguno
o varios modelo minimos.

Ejemplo 2.7. Por ejemplo M™({b, a < b}) = {{a,b}} mientras que M™({a A —a}) = 0
y M™({aVb}) = {{a},{b}}. En el tdltimo caso observe que {a,b} también es un modelo
del programa {a V b}, pero no es minimo. Ademds M™({a V —a}) = {(} es distinto al caso
de un programa sin modelos minimos. El programa {a V —a} tiene exactamente un modelo
minimo y corresponde al conjunto vacio.

2.3.3. La Semantica de Answer Sets

Presentamos ahora la definicién formal de la seméantica de answer sets para programas
aumentados. Esta definicién es una adaptacién de la que se presenta en [18], la unica
diferencia esencial es que aqui no consideramos la negaciéon explicita o negacion clasica
(que hemos denotado con ~). Veremos, al final de esta seccién, como se puede recuperar
este segundo tipo de negacién dentro del esquema que proponemos.

Observe que, sin embargo, los autores de [18] utilizan el simbolo not en lugar de nuestro
simbolo —. La notacién not es comun en el contexto de la programacion légica pero, en
muchos de los nuevos trabajos que utilizan un enfoque basado en légica matematica para
estudiar a las seméanticas y programas logicos, se prefiere mantener el simbolo — pues
corresponde de manera natural con la negacion utilizada en la légica proposicional.

Otra de las diferencias con respecto a [18] es que ellos consideran también un constructor
del tipo if-then-else, pero éste es simplemente una abreviacién de una férmula proposicional.
La definicién se da en dos partes, primero para programas basicos y luego se extiende para
programas aumentados arbitrarios.

Definicién 2.3. [18] Para los programas bésicos P € Bas se define la semdntica de answer
sets como AS(P) = M™(P).

Definicién 2.4. [18] El reducto de una férmula, cldusula o programa aumentado, relativo
a un conjunto de dtomos M, se define recursivamente como sigue:

» Si F es un dtomo, L o T entonces F'M = F.
s (FAGM = FM AGM.
» (FVO)M =FMyGM,

» ()M =15 X|Fy(-F)™ =T de otro modo.
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» (H+— B)M =pgM . BM,
Finalmente PM = {(H «— B)M | (H «— B) € P}.

Observe que PM | para cualquier programa aumentado P, es siempre un programa bési-
co. El reducto se encarga, precisamente, de eliminar todas las negaciones (—F') contenidas
en P utilizando la informaciéon contenida en M.

Definicién 2.5 (Answer Sets). [18] Para todo programa aumentado P definimos la se-
mantica de answer sets como

AS(P)={M C Lp | M € AS(PM)}

A continuacién presentamos en un ejemplo concreto como se calculan los answer sets
de un programa légico particular.

Ejemplo 2.8. Sea P el programa aumentado:

a <— Q.

b+ cVbh.

Verifiquemos primero si el conjunto M = {a} es un answer set de P. Calculando el reducto
para la primera clausula tenemos

M _

(0 =)V = a = ()Y

=a+« T.
El dltimo paso de la transformacién se obtiene del hecho que M = ——a. Repitiendo esta
transformacién, ahora sobre la segunda cldusula, obtenemos que P consta de:

a<+— T.
T« cVb.

En este punto es facil observar que M | PM_ Para probar que M es un answer set basta
mostrar que también es un modelo minimo de PM. Esto se obtiene inmediatamente del
hecho de que el tinico conjunto NN, subconjunto propio de M, es el conjunto vacio () y, en
particular, ) f= a < T. De aqui concluimos que M = {a} es un answer set de PM vy por lo
tanto, también M es answer set de P.

Observe que, por otra parte, si consideramos ahora el conjunto M = (), entonces se
produce un reducto distinto PM:

a+— L.
T« cVb.

También en este caso M = PM, y como M no tiene subconjuntos propios, concluimos
también que () es un answer set de P. Se puede mostrar, analizando el resto de los casos,
que P tiene exactamente dos answer sets: AS(P) = {0, {a}}.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 19

Una forma de recuperar la negacién explicita dentro de la seméantica de answer sets es
agregar al lenguaje £, nuevos dtomos de la forma ~a. Si usamos L~ = LU {~a |a € L}
para denotar a este conjunto extendido de dtomos, un conjunto M C L~ es un answer set
de un programa aumentado P si es un answer set de P, segin la Definiciéon 2.5, y M no
contiene al conjunto {a,~a} para ningin a € L.

Se puede pensar en ~a como un dtomo con un nombre asignado de manera conveniente
para que una herramienta hecha para calcular answer sets elimine automa&aticamente los
modelos donde ambos dtomos a y ~a aparecen simultaneamente.



Capitulo 3

Caracterizacion de Answer Sets

El objetivo principal de este capitulo es obtener una caracterizaciéon de la definicién
de answer sets, presentada en la Definicién 2.5, en términos de légicas intermedias. Esta
caracterizacion nos permite reducir el problema de determinar si un conjunto de atomos
es answer set de un programa logico a determinar si una férmula, construible en tiempo
polinomial a partir del programa, es o no demostrable en alguna légica intermedia propia.

Este resultado no sélo provee una nueva forma de enfrentar el cdlculo de answer sets
para un programa logico, ademads ofrece una visién alternativa para estudiar y comprender
mejor a esta semantica. Podemos también, gracias a esta caracterizacion, proponer una ge-
neralizacién de la nocién de answer sets para programas proposicionales e, incluso, examinar
otras posibilidades que pueden surgir al considerar otros tipos y variedades de légicas.

David Pearce inicié esta linea de investigacién proponiendo, para el caso de programas
disyuntivos, una caracterizaciéon de answer sets en términos de la légica intuicionista. De-
mostré en [33] que una férmula es consecuencia légica de un programa disyuntivo en la
semantica de answer sets si y solo si pertenece a cada extension del programa, obtenida
agregando literales negativas, que sea consistente e intuicionisticamente completa.

Cuando hay un programa P claro por contexto y si M es conjunto de dtomos, usamos
el simbolo M para denotar al complemento Lp \ M. Asi podemos presentar de manera
formal, y utilizando esta notacion, el resultado obtenido por Pearce.

Teorema 3.1. [33] Sea P € Dis y M C Lp. P € AS(P) si y solo si PU M IF; M.

Este mismo resultado funciona para la clase de programas generales (que permiten el
uso de restricciones). Sin embargo deja de ser valido si permitimos programas libres con
negacion en la cabeza o alguna otra clase de programas maés general.

Ejemplo 3.1. Consideremos el programa P = {a V —a}, segun la Definicién 2.5 este pro-
grama tiene dos answer sets: (} y {a}. Si consideramos entonces M = () la condicién de Pearce
usando légica intuicionista se reduce a verificar la consistencia de la teoria {a V —a,—a} la
cual, en efecto, ocurre. Al considerar, sin embargo, M = {a} la condicién de Pearce requiere
que aV-a F1 a. Pero esto no es posible ni siquiera en légica cldsica! Por lo tanto observamos

20
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que la condicién propuesta por Pearce no rescata correctamente todos los answer sets en el
caso de los programas libres.

Posteriormente, en [17] y a partir de resultados presentados en [32], se evit6 este proble-
ma reformulando la caracterizacién de answer sets en términos de la “légica de equilibrio”.
Esta logica corresponde a ciertos modelos preferidos de la logica HT.

Nosotros proponemos una solucién alternativa, siguiendo el enfoque de [33], que consiste
en permitir no sélo atomos negados para completar los programas légicos, sino permitir
también atomos doblemente negados. Esta propuesta tiene sentido ya que en todas las
logicas intermedias propias, en particular en la logica intuicionista, las férmulas a y ——a
no son equivalentes. En el caso del ejemplo anterior la condicién intuicionista se convertiria
en aV —a,——a b1 a, lo cual si es posible y nos permite recuperar el answer set que habia
sido perdido. El resultado formal se presenta méas adelante en el Teorema 3.2.

Como consecuencia de los resultados presentados en este capitulo podremos obtener
importantes conclusiones. Podremos demostrar primero que nuestro enfoque y el propuesto
en [17] son, en efecto, equivalentes. Esto nos permitird obtener una buena cantidad de
retroalimentaciéon entre ambas construcciones tedricas.

A partir de estos resultados podremos también dar una interpretacién natural de la
semantica de answer sets, en el contexto de agentes légicos, en términos de los conceptos
de conocimiento y creencia.

Encontraremos también que la condicién propuesta por Pearce en el Teorema 3.1 esté ca-
racterizando, de hecho, modelos que ademas de ser answer sets son modelos minimos. A
partir de estos resultados redescubrimos un resultado bien conocido y es que, para la clase
de programas disyuntivos, los answer sets siempre son modelos minimos.

3.1. Resultados Preliminares

Revisaremos en esta seccién algunos resultados bésicos que serdn utilizados en la de-
mostracién del Teorema 3.2. Presentamos primero algunas propiedades de las logicas inter-
medias y, después, una serie de reducciones que podemos aplicar a los programas légicos
para simplificar su estructura.

3.1.1. Logicas Intermedias

Algunos de los siguientes resultados tienen relevancia por si mismos dentro del drea de
las l6gicas intermedias. Nuestro interés principal se centrara, sin embargo, en sus posibles
aplicaciones mas adelante dentro del contexto de la programacién légica y la seméntica de
answer sets.

El primero de ellos muestra como, si una teoria positiva ha sido construida sobre un
lenguaje con un sélo dtomo, entonces la demostrabilidad en légica clésica y el resto de las
logicas intermedias coincide.

Lema 3.1. Sea X una ldgica intermedia y T € Pos. Si el lenguaje L7 = {a} y T Fc a
entonces T Fx a.
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Demostracién. Construimos primero una nueva teoria T’ aplicando los siguientes reempla-
zos sobre la teoria 1" hasta que ya no pueda aplicarse ninguno de ellos:

e T AT por T. ealNa,aNT yTAapor a.
e aVapora. eaV T, TVay TVTporT.
e [ — a por a. eaq—a,a— T yT—TporT.

Es claro que T =x T’, para cualquier 16gica intermedia X. Observe que cada férmula en T
debe reducirse ya sea a T o bien al d&tomo a, es decir 77 C {T,a}. Como debemos tener que
T’ ¢ a sabemos entonces que a € T”. Ahora, como a € T”, es claro que también T” Fx a v,
del hecho de que T =x T’, podemos concluir que T Fx a. O

El siguiente lema se basa en el anterior para mostrar que si una teoria positiva permite
demostrar, usando légica clasica, todos y cada uno de los atomos en su lenguaje; entonces
también podra demostrarlos utilizando cualquier otra légica intermedia.

Lema 3.2. Sea X una logica intermedia yT' € Pos. T ¢ L1 si y solo si T Fx L.

Demostracion. Si suponemos que 1" ¢ L7, sea a un atomo en Lp. Observe que podemos
reemplazar todos los atomos que ocurren en la prueba de T ¢ a para obtener una prueba
valida de T, Fc a, donde el programa T, se obtiene al reemplazar todos los atomos que
ocurren en la teoria T' por el 4tomo a. Usando el Lema 3.1 tenemos que T, Fx a. Si hacemos
E={x < y|x,y€ Ly} entonces también T, UF Fx a. Ahora sélo observe que T,UFE =x T
y, por lo tanto, podemos concluir que 7" Fx a.

El reciproco es consecuencia directa de la Proposicién 2.1. O

Los siguientes resultados son ttiles para, en algunos casos particulares, eliminar premisas
que no son necesarias en las pruebas de ciertos teoremas en logicas intermedias. El lema
siguiente muestra que se pueden eliminar las premisas que tengan un lenguaje ajeno al de
la férmula que se quiere demostrar.

Lema 3.3. Sea X una légica intermedia, sean T, U dos teorias y F una formula tales
que sus lenguajes cumplan Lyyip N Ly = 0. Si la teoria U es consistente y TUU tx F
entonces T Fx F.

Demostracion. Como U es consistente, entonces U tiene al menos un modelo clasico M. En
la secuencia de formulas que conforman la prueba de TUU Fx F se puede reemplazar cada
atomo a € Ly con T cuando a € M y con 1 cuando a ¢ M. Como Ty F no contienen
ninguno de estos atomos a € L7, estas premisas y el resultado de la prueba no son alterados.
Mientras que las premisas de U se mapean a tautologias o teoremas de la légica utilizada
dejando una prueba para T Fx F. O

El dltimo resultado, que presentamos a continuacion, muestra una propiedad carac-
teristica de la logica intuicionista. Nos indica que en una demostracion intuicionista de una
férmula positiva a partir de una teoria positiva, el agregar premisas adicionales de la forma
——a, para algin dtomo a, es totalmente irrelevante. Observe que, de hecho, este resultado
no se cumple para la légica clasica.
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Lema 3.4. [29] Sean T € Pos, M C Ly y F una férmula positiva. Si T U —~—M F1 F
entonces también T b1 F.

La demostracién de este resultado se encuentra en [29] y estd basada en una represen-
tacion de la légica intuicionista en términos de sistemas de deduccién natural.

3.1.2. Reducciones

En esta seccién presentamos algunas reducciones de teorias y varias de sus propiedades
en términos de logicas intermedias. Estas reducciones seran de utilidad para reducir la
complejidad de programas logicos y poder aplicar algunos de los resultados que presentamos
en la seccién anterior.

La primera de estas reducciones tiene como objetivo evaluar el efecto de todos los
conectivos L. y T dentro de un programa légico. Después de aplicar la transformacion se
habran eliminado todos los L que aparecen en el programa, excepto aquellos que sirvan para
formar negaciones F' — L o si la teoria completa fue reducida al conectivo 1. Ademas, no
aparecera ninguna ocurrencia de T.

Definicién 3.1. Para cada férmula F' definimos la férmula Redu'(F) realizando los si-
guientes reemplazos en F' hasta que ya no se pueda realizar ninguno de ellos, donde A es
una férmula cualquiera:

e ANT y T AApor A e ANLy L AApor L.
e AVTyTVAporT. e AV 1y LVAporA.
e A—-Tyl—AporT. e T — A por A.

Ahora, para una teorfa T', definimos Redu™(T") = {L} si existe alguna férmula F' € T' con
Redu’ (F) = L. Si esto no ocurre entonces definimos:

Redut (T) = {ReduL(F) | F e T y Redut(F) # T} .

Se sigue inmediatamente de la definicion que esta reduccién construye siempre una
nueva teoria que es equivalente, bajo cualquier logica intermedia, a la original.

Proposicién 3.1. Si T es una teoria y X una légica intermedia, entonces T =x Redu™ (7).

Demostracion. Basta observar que todos los reemplazos realizados por la reduccién son
vélidos en intuicionismo, en particular también en todas las logicas intermedias. O

La siguiente reduccién permite, dado un conjunto de dtomos M, asumir que los atomos
contenidos en M son falsos (—M) y, usando esta informacién, reducir los programas légicos.
Una de las propiedades importantes de esta reducciéon es que, después de aplicarla, el
programa reducido no contiene ya a ninguno de los 4tomos en M. Se prueba también que,
agregando —M como premisas, se preserva la equivalencia en légicas intermedias.
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Definicién 3.2. Sea T una teorfa y M un conjunto de dtomos. Sea también T’ la teorfa
obtenida reemplazando todas las ocurrencias de los atomos a € M dentro de T con el
conectivo L. Definimos entonces la reduccién Reducel (T, M) = Redu(1").

Proposicion 3.2. SiT es una teoria, M un conjunto de dtomos y X una ldgica intermedia,
entonces T'U M =x Reducel(T,—-M) U M.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién 3.1 y del hecho de que, para
cualquier dtomo a, se tiene —a Fx a « L. O

La ultima de las reducciones es similar a la anterior, dado un conjunto de dtomos M,
evalta el efecto que tiene sobre el programa el agregar las premisas =——M. Ya que estamos
interesados en preservar equivalencia dentro de las logicas intermedias, esta reduccién sélo
puede tener efecto dentro de subférmulas negadas. Es decir, sélo los atomos que ocurran
dentro de alguna férmula F — L serdn reemplazados.

Definicién 3.3. Sea T una teorfa y M un conjunto de dtomos. Sea T” la teoria obtenida
reemplazando todas las ocurrencias de atomos a € M dentro de T con el conectivo T si es
que la ocurrencia de dicho atomo aparece dentro de alguna férmula de la forma FF — 1.
Definimos entonces la reduccién Reduce2(T, -—M) = Redu™(1”).

Proposicion 3.3. Si T es una teoria, M un conjunto de dtomos y X una ldgica intermedia,
entonces T'U == M =x Reduce2(T,——M) U —-—-M.

Demostracion. Se sigue también de la Proposicion 3.1 y del hecho de que para cualquier
féormula F', si reemplazamos las ocurrencias del 4tomo a por T para obtener F’, entonces
se tiene ——a Fx ~F < —F". O

Ejemplo 3.2. Consideremos la teoria 7"

(a Ab)V =(cAd).
bAd—b.
(c— (a—0)Ae.

Para calcular Reducel (T, {—b}) reemplazamos todas las ocurrencias del atomo b por el
conectivo L y aplicamos sucesivamente las reducciones de Redu:

(aANL)V=(cnd). 1L V-=(end). =(cAd).
LAd— L. = 1 — 1. — T.
(c—(a— 1)) Ae. (c—(a— 1)) Ae. (c—(a— 1)) Ae.

De modo que la teorfa 7" = Reducel(T, {—b}) que se obtiene al final es:

=(cAd).
(c—(a— 1)) Ae.
Si calculamos ahora T"” = Reduce2(T”, {—a, —c}), empezamos por reemplazar las ocurren-

cias de a y ¢, que aparecen bajo el alcance de una negacion, por el conectivo T para después
utilizar de nuevo Redu*:
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~(T Ad). ~d.
(= (T—=1))Ae  (c—L1)Ae

Observe que, como resultado de las simplificaciones de Reduce2, se produjo una nueva
negacion en la ultima de las férmulas y, por lo tanto, podemos aplicar de nuevo la reduccién
T" = Reduce2(T", {—a, —~c}) para obtener:

—d.
e.

Esta es la teoria final simplificada que se puede obtener con las reducciones presentadas en
esta seccion.

Como se observé en el ejemplo anterior es posible que se necesite aplicar varias veces
la reduccién Reduce2 para simplificar por completo una teoria. Utilizaremos el simbolo
Reduce2*(P,—-—M) para denotar la teorfa obtenida después de aplicar sucesivamente la
reduccién Reduce2 hasta que se alcance un punto fijo. Asi podemos presentar una reduccién
que integre todos estos resultados y sera de utilidad mas adelante para proponer un método
que se calcule los answer sets de un programa légico.

Definicion 3.4. Si T es una teoria, My y My conjuntos de atomos disjuntos definimos
entonces Reduce(T, =M;, =—Ms) = Reduce2” (Reducel (T, = M), =—Ms)

Proposicion 3.4. SiT es una teoria, My, My C L7 un par de conjuntos disjuntos y X una
légica intermedia, entonces T'U —M; U —-—Ms =x Reduce(T, ~ My, -~ My) U —-M; U—-—M,.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 3.2 y 3.3. O

Observe también que si, segun la notacién de la proposiciéon anterior, My U My = Ly
entonces la teoria Reduce(T, = M7, ~—Ms) debe ser una teoria positiva. Esto es porque la
reduccién Reduce2 involucrada podra seguir aplicindose de manera iterativa mientras siga
existiendo negacién en la teoria reducida.

3.2. Caracterizaciones

En esta seccién podemos presentar, finalmente, caracterizaciones de diversas seméanticas
en términos de demostrabilidad en logicas intermedias. Recuerde que, en estos enunciados y
cuando hay un programa légico P claro por contexto, utilizamos el simbolo M para denotar
al complemento Lp \ M.

3.2.1. Modelos Minimos

Iniciamos presentando una caracterizacion de la semantica de modelos minimos, M™,
en términos de la logica clasica.

Proposicién 3.5. Sea P € Prp y M C Lp un conjunto de dtomos. M € M™(P) si y solo
si PU-M IFc M.
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Demostracién. Supongamos primero que M es un modelo minimo de P. Como M es modelo
de P se sigue de inmediato que P U =M es consistente. Observe ademds, como M es un
modelo minimo de P, el unico modelo de la teoria P U —M es precisamente M. De aqui se
sigue que PU-M ¢ M. .

Supongamos ahora que P U =M IF¢ M. Esto implica, en particular, que el programa
P U-M UM es consistente. Como M es el iinico modelo para —M U M se obtiene que
también M debe ser un modelo para P. Supongamos que existe otro conjunto N C M que
sea modelo de P. Sea a un atomo en M \ N, como entonces a € N, tenemos de inmediato
que P U -N F¢ —a. Pero, como M C N ya sabiamos que P U -N Fc a. De aqui se sigue
que la teoria P U —N es inconsistente y, por lo tanto N no puede ser un modelo de P. [

3.2.2. Answer Sets

El siguiente par de lemas nos acercan a uno de los resultados principales que es obtener
una caracterizacién de la seméntica de answer sets en términos de légica matematica. El
primero de los lemas, que se presenta a continuacion, muestra la utilidad de las logicas
intermedias para nuestro propdsito. Este resultado no es cierto, de hecho, si utilizdramos
l6gica clasica en lugar de una légica intermedia propia.

Lema 3.5. Sea X una ldgica intermedia propia y P € Pos. Se tiene entonces que P lFo Lp
siy solo si PU—-—LplFx Lp.

Demostracion. Es facil verificar la consistencia, si P es consistente y P ¢ Lp entonces
también P U Lp es consistente. Ademds, si PU—-—Lp es consistente es inmediato que P es
consistente. Ahora, si P Fc¢ Lp ya sabemos, por el Lema 3.2, que P Fx Lp, basta agregar
las premisas -—Lp para obtener P U —-—Lp Fx Lp.

Para el reciproco supongamos que P U —-—Lp Fx Lp, como Gz es la légica intermedia
propia mas fuerte, también P U —-—Lp g, Lp. Utilizando la representacién axiomatica de
la 16gica Gg, presentada en la Seccién 2.2.3, encontramos que PU—-—LpUAX F1 Lp, donde
AX es un conjunto de instancias del axioma A11l’. También, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que AX sélo contiene atomos del lenguaje L£Lp. Construimos entonces la
teorfa AX’ = Reduce2*(AX,——Lp) de modo que, por el Lema 3.3, PU—-=Lp U AX'
Lp. Observe que AX’ debe ser un programa positivo pues, al aplicar la reduccién usando
el lenguaje completo Lp, todas las férmulas F — 1 deberan evaluarse y simplificarse
totalmente.

Utilizando ahora el Lema 3.4 podemos eliminar las premisas —=——M para obtener una
prueba de P U AX’ iy Lp. También es claro que, usando ldgica clésica y por la Proposi-
cién 2.3, tenemos P U AX' ¢ Lp. Basta observar que el conjunto AX’ sélo contiene ahora
tautologias clasicas y, por lo tanto, no son necesarias para la prueba. Asi podemos concluir
finalmente que P F¢ Lp. O

El siguiente resultado establece el vinculo entre la caracterizacion de answer sets que
proponemos y la caracterizacién de modelos minimos para el caso de programas basicos.
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Lema 3.6. Sea P € Bas, M un conjunto de dtomos y X una Idgica intermedia propia.
PU-MU-—-MIFx M siy solo si PU-M IFc M

Demostracion. Sea P’ = Reducel (P, —JTJ) Observe que, aplicando la Proposicién 3.2, po-
demos intercambiar P U—M con P’ UM dentro de los enunciados de las pruebas légicas.
Adem4ds, como ahora el programa P’ no contiene _ya ninguno de los dtomos en M, pode-
mos usar el Lema 3.3 para eliminar al conjunto —M de las premisas en dichos enunciados.
Bastarfa probar entonces que P’ U ——M Ikx M siy solo si P’ IFg M.

Para poder aplicar el Lema 3.5 sélo tenemos que verificar que se cumplen las hipdtesis
necesarias. Observe que P’ debe de ser un programa positivo pues cada cldusula A « B
en P, se debe reducir a una férmula positiva ya sea de la forma A’ + B’, A’ o incluso T.
Los dos casos restantes |+ B’ y | no podrian ocurrir por las condiciones de consistencia.
En el caso L « B’ la férmula B’ solo puede contener conjunciones y disyunciones de los
4dtomos en M, pero como M Fx ——B’ se provocaria inconsistencia. Es facil ver también
que, después de la aplicacién de la reduccién Reduce, tenemos M = Lpr. ]

Después de haber presentado los resultados anteriores tenemos las herramientas nece-
sarias para caracterizar la nocién de answer sets en términos de logicas intermedias. El
siguiente teorema establece de manera formal este resultado.

Teorema 3.2. Si P € Aug, M es un conjunto de dtomos y X es una légica intermedia
propia, entonces M € AS(P) si y solo si PU—-M U—--M IFx M.

Demostracién. Ahora M € AS(P) si y solo si, por la Definicién 2.5 de answer sets, el
conjunto M € AS(PM) = M™(PM) si y solo si, por la Proposicién 3.5, PM U ~M k¢ M
si y solo si, como PM es un programa bésico y por el Lema 3.6, PM U ~M U M lFx M.
Observe sin embargo que, como se tienen los dos conjuntos de premisas -M y =M,
también se tiene la equivalencia PMy-MU-—-M =x PU ~M U —=M y, por lo tanto,
podemos concluir que PU—-M U —-~—M IFx M. O

Este resultado nos permite, ademaés de ofrecer una nueva caracterizacién de la nocién de
answer sets, extender la aplicacién de esta semantica para tratar con teorias proposicionales
sin ninguna restriccién. La definicién original de answer sets, presentada en la Definicién 2.5,
estd restringida a la clase de programas aumentados pues, en particular, no hay una manera
clara o evidente de extender la operacién del reducto para tratar con implicaciones anidadas.

La férmula intuicionista del Teorema 3.2, sin embargo, no parece imponer ninguna
restriccién particular sobre la sintaxis o la forma que deben tener las cldusulas de los
programas l6gicos. Esto nos permite proponer la siguiente generalizacién de la nocién de
answer sets para teorias proposicionales arbitrarias.

Definicion 3.5. Si P € Prp definimos la semdntica de answer sets como

AS(P):{MQEP|PU—|]\7Uﬂ—|MH—1M}.



CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE ANSWER SETS 28

Observe que, también como consecuencia del Teorema 3.2, sabemos que, en la clase
de programas aumentados, la légica intuicionista I utilizada en esta definicién puede ser
reemplazada por cualquier otra légica intermedia propia sin alterar los modelos que captura
la seméntica. El siguiente teorema muestra que esta misma afirmacion sigue siendo valida
aun en la clase de programas légicos proposicionales.

Teorema 3.3. Sean X y Y dos ldgicas intermedias propias, sea P € Prp y M C Lp. Se
tiene entonces que PU—-~M U—-—M IFx M si y solo si PU-M U—--M -y M.

Demostracidén. Si suponemos que P U ~MU-—M IFx M entonces, por la Proposicién 2.1,

se sigue que P UM U ——M IFg, M. Si hacemos P’ = Reduce(P,—M,——M) entonces,
utilizando la Proposicién 3.4, obtenemos que P’ U ~MU-—M IFg, M. Usando el Lema 3.3
podemos eliminar el conjunto de premisas -M y, como P’ es un programa positivo, es
posible aplicar el Lema 3.5 y llegar a que P’ U ——M IF; M. Si reintegramos entonces el
conjunto de premisas -M y cambiamos al programa P’ por el original P de nuevo, por la

Proposicion 2.1, llegamos a que P U -M U -—-M |-y M. O

Observe por otra parte que, si utilizdramos la légica clasica como base para la Defini-
cién 3.5, entonces lo que la seméntica rescata es, precisamente, los modelos clasicos de la
teoria P. En capitulos posteriores analizaremos otras opciones y posibilidades si considera-
mos en esta misma definicidn algunos otros tipos de légicas.

Recordemos también que, a partir de resultados en [17, 32], se habia podido establecer
una caracterizacion de answer sets, para teorias proposicionales, en términos de la “légica
de equilibrio” basada en HT. Destacan los dos siguientes resultados.

Lema 3.7. [32] Dada una teoria T € Prp y M C Lp. T'U ~M U —=M Iyt M si y solo si
M es un modelo de equilibrio de T'.

Lema 3.8. [17] Dada una teoria T € Prp y M C Lp. M es un modelo de equilibrio de T
sty solo si M es un answer set de T'.

A partir de nuestros resultados, en particular del Teorema 3.3, obtenemos también que
la légica de equilibrio se puede caracterizar por cualquier légica intermedia.

Corolario 3.1. Dada una teoria T" € Prp, M C Lr y X una ldgica intermedia propia.
TU-MU--MlFx M siy solo si M es un modelo de equilibrio de T'.

Otra consecuencia importante, que se desprende de esta caracterizacion, es que justi-
fica la siguiente interpretacién de answer sets como modelos de creencias en sistemas de
agentes 16gicos. Supongamos que tenemos un agente légica cuya base de conocimiento esta
representada por un programa légico consistente P. Podemos decir que el agente sabe una
féormula F si es de que P b1 F. Esta interpretacion tiene sentido pues, segin Brouwer [6],
una féormula F' puede leerse en intuicionismo como “Yo sé¢ F'”.

Siguiendo esta idea podemos proponer también un conjunto de creencias B para el
programa P. En la siguiente definicién decimos que una teoria T es (literal) completa en la
logica X si para cada dtomo a € L1 se tiene ya sea que T Fx a o T Fx —a.
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Definiciéon 3.6. Dada una teoria T € Prp, decimos que la teoria B € Prp, con L C L,
es un conjunto de creencias para P si la teoria T'U ——B es consistente y completa en la
l6gica intuicionista.

Observe que los answer sets de la teoria T determinan todos los posibles conjuntos,
esencialmente distintos, de conjuntos de creencias para T'. Regresando al contexto de los
agentes l6gicos podemos decir que un agente puede también creer un conjunto de férmulas
si el suponer estas férmulas es (i) consistente y (ii) suficiente para explicar todos los hechos
de su mundo. Este hecho de “suponer” un conjunto de féormulas corresponde a la doble
negacion en la teoria intuicionista T'U ——B.

Note también que, en esta perspectiva, el cambiar la légica base ya no es irrelevante.
Por el Teorema 3.3 sabemos que, no importa la légica intermedia propia que elijamos, el
agente siempre llegard a creer las mismas cosas. Sin embargo los conjuntos de las férmulas
que el agente realmente sabe cambiaran de una légica a otra. Las légicas multivaluadas G;
no son particularmente convincentes para modelar nociones de conocimiento y, es por esto,
que se prefiere el uso de la légica intuicionista para este tipo de enfoques.

3.2.3. Min-Sets

En esta dltima secciéon retomamos la condicién planteada por Pearce en el Teorema 3.1
para mostrar que, de hecho, esta condicién estaba caracterizando la nocién de answer sets
que son, ademads, modelos minimos. Resulta que, como ya era conocido, los answer sets de
programas disyuntivos son siempre modelos minimos. Introducimos entonces la seméantica
de los min-sets que, en capitulos posteriores, probaran ser de gran relevancia en el contexto
de la programacién légica.

Definiciéon 3.7. Dado un programa légico P € Prp definimos la seméantica de los min-sets
como MS(P) = AS(P) N M™(P).

Observe que los min-sets (MS) no necesariamente deben coincidir con los answer sets
minimos (AS™). Estas dos semanticas son, como lo muestra el programa légico del siguiente
ejemplo, distintas en general.

Ejemplo 3.3. Considere el siguiente programa libre P:

aV —a.
b~ a.

b «— —b.

Este programa tiene dos modelos cldsicos, M(P) = {{b},{a,b}}, y es claro que sélo uno
de ellos es modelo minimo, M™(P) = {{b}}. Observe, por otra parte, que la semantica de
answer sets captura al modelo AS(P) = {{a,b}} y por consiguiente AS™(P) = {{a,b}}. Sin
embargo la seméntica de min-sets, en este caso, es vacia pues MS(P) = AS(P)NM™(P) = {.

Utilizando resultados sencillos de la teoria de conjuntos se puede establecer el diagrama
de la Figura 3.1. En este diagrama la existencia de una flecha Sem; — Semy entre dos
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Figura 3.1: Comparacion entre Seménticas

semdnticas indica que, para todo programa logico P € Prp, se tiene Sem;(P) C Semgy(P).
Mientras que la carencia de dicha flecha indica que las seméanticas son incomparables.

A partir de los resultados en las secciones anteriores podemos presentar también una
caracterizacion para la semantica de los min-sets que corresponde, precisamente, con la
condicién que habia propuesto Pearce en [33] para los programas disyuntivos.

Teorema 3.4. Si P € Prp, M es un conjunto de dtomos y X es una légica intermedia
propia, entonces M € MS(P) si y solo si PU-M IFx M.

Demostracion. Supongamos primero que M € MS(P) = AS(P)NM™(P). Como el conjunto
M € M™(P) y por la Proposicién 3.5 tenemos P U -M IFc M. De las Proposiciones 2.3
y 2.1 se sigue que PU-~M IFx =—=M. Pero como M € AS(P) y por la Definicién 3.5 sabemos
también que P U ~M U —-M IFx M. De aqui se desprende entonces que P U -M IFx M.
Para el reciproco suponemos que P U -M IFx M. De la Proposicién 2.1 tenemos inme-
diatamente que P U -M lFc M y, por la Proposiciéon 3.5, M ENMm(P) También, como en

general se tiene Fx a — ——a, se consigue mostrar que PU-M U—--M IFx M y, segin la
Definicién 3.5, obtenemos M € AS(P). Asi podemos concluir que M € MS(P). O

Finalmente podemos establecer también una relacion entre la seméantica de answer sets
y los min-sets que hemos estudiado en esta seccién.

Corolario 3.2. Sea P € Prp y M C Lp. M € AS(P) si y solo si M € MS(P U—-—M).

Demostracion. El resultado se desprende inmediatamente de las caracterizaciones provistas
por los Teoremas 3.3 y 3.4. U



Capitulo 4

Traducciones

En este capitulo presentamos algunas nociones de equivalencia entre programas légicos
como la equivalencia fuerte y la extensién conservativa. Revisamos como la equivalencia de
programas en la semantica de answer sets se relaciona también, directamente, con equivalen-
cia en la logica de 3 valores Gs. Utilizamos posteriormente estas nociones y sus respectivas
caracterizaciones para construir traducciones entre clases de programas légicos. Mostramos
en particular una traduccién que reduce teorias proposicionales arbitrarias a programas
disyuntivos simples preservando propiedades importantes en la seméntica.

4.1. Nociones de Equivalencia

En esta seccion estudiaremos algunas nociones que permiten definir la idea de cuando
dos programas légicos son equivalentes. Definimos varios tipos de equivalencia y discutimos
su importancia en aplicaciones de programacion légica.

4.1.1. Equivalencia Fuerte

Se pueden definir varias nociones de equivalencia entre programas légicos. Una defini-
cién razonable, si estamos interesados en alguna seméntica particular, podria ser que dos
programas son equivalentes si ambos programas, compartiendo el mismo lenguaje, tienen
exactamente los mismos modelos distinguidos por la seméantica.

Definicion 4.1. Sea Sem una semantica definida para la clase C'y sean P, P, € C con
lenguajes Lp, = Lp,. Decimos que los programas P; y P son equivalentes en la seméntica
Sem, denotado P} =sem P2, si Sem(P;) = Sem(P,).

Esta definicién de equivalencia simple no tiene, sin embargo, algunas propiedades im-
portantes que podriamos esperar de una relaciéon de equivalencia. Particularmente estamos
interesados en que, al reemplazar localmente una parte de un programa por otro conjunto
“equivalente” de reglas, el programa original sea equivalente al programa modificado.

31



CAPITULO 4. TRADUCCIONES 32

Esta propiedad de localidad nos permite concentrarnos en una sola parte del progra-
ma sabiendo que los cambios hechos no afectaran la semantica declarativa en el resto del
programa. El siguiente ejemplo muestra que la equivalencia simple para la seméntica de
answer sets no cumple con esta propiedad.

Ejemplo 4.1. Consideremos los programas P; = {a < —b} y P» = {a, b < b}. Estos dos
programas son equivalentes ya que {a} es el inico answer set de ambos programas. Sin
embargo, al reemplazar P, por P, dentro del programa P = {a < —b, b < a}, para obtener
P'={a, b+ b, b+ a}, perdemos esta equivalencia. Ahora P no tiene answer sets, mientras
que el programa P’ tiene exactamente un answer set: {a, b}.

Buscando una nocién de equivalencia que si cumpla con esta propiedad de localidad, se
propuso en [17] el concepto de equivalencia fuerte.

Definicién 4.2. [17] Sea Sem una seméntica definida para la clase C'y sean Py, P, € C con
lenguaje Lp, = Lp,. Decimos que los programas P, y P, son fuertemente equivalentes en la
seméntica Sem, denotado P; =gem+ P, si para todo programa @ se tiene PUQ =sem P2UQ.

Ahora, si dos programas son fuertemente equivalentes, tenemos la seguridad que se puede
reemplazar uno por el otro, dentro de algin otro programa mads grande, sin modificar su
significado seméantico. También de la definicién es claro que la equivalencia fuerte implica
equivalencia, el Ejemplo 4.1 muestra que el reciproco de esta afirmacién no necesariamente
tendra que ser cierto.

Una pregunta importante es entonces, dados dos programas logicos, como determinar
si son fuertemente equivalentes o no. Los mismos autores de [17] proporcionan una carac-
terizacion de la equivalencia fuerte para la semantica de answer sets, misma que presenta
una interesante relacién entre la programacion légica y las logicas intermedias.

Teorema 4.1. [17] Si P1, P, € Aug, entonces Py =as. Po si y solo si P =g, P».

Observe que este resultado fue dado sélo para programas aumentados, bajo la definicién
de answer sets presentada en la Definicién 2.5, a partir de su caracterizacién en términos de
la 16gica de equilibrio. Sin embargo es posible, a partir de las relaciones con nuestro enfoque
como discutimos al final de la Seccién 3.2.2, mostrar que el argumento utilizado en [17], es
también vélido para teorias proposicionales.

En esta seccién presentamos, de cualquier modo, la demostracion siguiendo nuestro
mismo enfoque en légicas intermedias para rescatar, al mismo tiempo, el resultado de equi-
valencia fuerte para los min-sets. Este resultado establece también fuertes indicios, al igual
que la versién presentada en [17], para mostrar la utilidad de las 16gicas intermedias en el
contexto de la programacién légica.

En esta demostracion consideramos tautologias, modelos e interpretaciones de 3-valores
basadas en la lgica G3. Dada una interpretacién I definimos la interpretacién I’ que evalia,
a cada dtomo a € £, como I'(a) = I(——a). Observe que, mediante una induccién directa,
se puede demostrar que, para cualquier féormula F, I'(F) = I[(—=—F). En particular, si I es
un modelo de F' también I’ es un modelo de F'y, si I(F) = 0, entonces I(——F) = 0. El
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siguiente resultado nos muestra cémo dos teorias son equivalentes en la légica Gs si y solo
si tienen los mismos modelos.

Proposiciéon 4.1. Sean Ty y Ty dos teorias. Ty =g, 1o si y solo si Th y T tienen los
mismos modelos.

Demostracion. Observe que el hecho de que 17 =g, T es equivalente a que, para toda
interpretacién I, se tenga I(77) = I(T3). De esto se sigue inmediatamente que todos los
modelos de T} son también modelos de T y viceversa.

Demostraremos el contra reciproco de la otra implicacién. Supongamos que 17 #g, 12,
entonces existe una interpretaciéon I tal que I(77) # I(T3). Si I es modelo de 77 (o de T5)
entonces es claro que no puede ser modelo de T5 (resp. de T7) y por lo tanto T} y T tienen
modelos distintos. Si I no es modelo de ninguna de las teorias T7 o T entonces el Unico
caso posible es que I(T7) = 1y I(T») = 0 (o viceversa), pero entonces la interpretacién I’
seria un modelo de 17 y no de T5. En cualquier caso 17 y 15 tienen modelos distintos. [

El siguiente par de lemas son de utilidad para determinar, en algunos casos especiales, la
relacion que existe entre los modelos de 3 valores de una teoria y sus answer sets o min-sets
correspondientes.

Lema 4.1. Sea T una teoria con un tinico modelo I. Sia € L1 y I(a) = 2 entonces se
tiene T kg, a.

Demostracién. Observe que la interpretacién I debe de ser definida pues, de otro modo, I’
seria también modelo de T contradiciendo la hipétesis de que tiene un solo modelo. Basta
mostrar entonces que, para toda interpretacién K, se tiene K(T') < K(a). Si K(a) = 2 el
resultado es trivial. Si K(a) = 1 entonces, como I # K y I es el inico modelo de T, se
tiene K(T) < 1. Similarmente, si K(a) = 0, debemos tener que K(T') = 0 pues, de otro
modo, K’ serfa un modelo de T distinto de I. O

En el lema siguiente utilizamos, dada una interpretacién I, la notacién M; para denotar
al conjunto My = {a € L | I(a) > 0}. Observe que, por construccién, I es un modelo de los
conjuntos —J\Af[ y == Mj. Para la demostracion se consideran las caracterizaciones de las
semaénticas de answer sets y min-sets, en términos de la légica intermedia Gg, provistas por
los Teoremas 3.3 y 3.4.

Lema 4.2. Si P € Prp entonces:
1. Si P tiene un tinico modelo I entonces My € AS(P) y My € MS(P).
2. Si P no tiene modelos entonces entonces AS(P) = MS(P) = 0.

3. Si I es un modelo indefinido de P entonces My ¢ AS(P) y M ¢ MS(P).



CAPITULO 4. TRADUCCIONES 34

Demostracion. (1) Si I es el unico modelo de P entonces, , por el Lema 4.1, tenemos que
P lFg, M;. Es claro que podemos agregar las premisas M, 1y =M preservando consis-
tencia, de modo que P U —|M1 U =My kg, My y también P U —|M1 lFa, Mr. (2) Se sigue
de que, como el programa no tiene modelos, tampoco tiene ningin modelo clésico y, por lo
tanto, es inconsistente. (3) Como existe un dtomo a € My tal que I(a) = 1 llegamos a la
conclusién de que P U —|M1 a, a y tampoco P U —|M1 U-—Mr Fa, a. O

La prueba del resultado de equivalencia fuerte se basa en que, si tenemos dos programas
que no son equivalentes en la logica Gs, podemos construir un nuevo programa P tal que,
al agregarlo a los otros dos, genere programas con answer sets y min-sets distintos. La
siguiente definiciéon nos ayuda a construir dicho programa.

Definicion 4.3. Si I es una interpretacién definimos el programa P; como el programa
m&s pequeno que satisface:

» SiI(a) =0 entonces L < a € Pj.

» Si I(a) =1(b) =1 entonces a «— b € Pr.

(a) =
» Si I(a) =1 entonces a «— —a € Pr.!
» Si I(a) = 2 entonces a € Pj.

Observe que, por construccion, los tinicos modelos de P; son precisamente I y I'.

Lema 4.3. Sean P;, P, € Prp dos programas tales que Lp, = Lp,. Si P| #g, P2 entonces
existe P € Gen tal que AS(Py U P) # AS(P, U P) y MS(P, U P) # MS(P, U P).

Demostracion. Si I es una interpretacién que modela a P; y no a P, diremos que [ es
una interpretacién testigo. Por la Proposicién 4.1, y sin perdida de generalidad, podemos
asumir que existe al menos una interpretacién testigo. Separamos la prueba en dos casos:

1. Si existe una interpretacion testigo definida. Sea I dicha interpretacién, como I = I
es el inico modelo de Pr entonces también I es el inico modelo de P;UP;. La Proposicion 4.2
demuestra que My € AS(P, U Pr) y M; € MS(P; U Pr). Mientras que el programa P, U Py
no tiene modelos ya que la tnica interpretacion que modela a P; no modela a P asi que,
también por la Proposicién 4.2, My ¢ AS(P» U Pr) y M; ¢ MS(Py U Pr).

2. Si todas las interpretaciones testigo son indefinidas. Sea I una de esas interpreta-
ciones. Como [ es indefinida sabemos, de la Proposicién 4.2, que My ¢ AS(P, U Pr) y
M; ¢ MS(P; U Py). Por otra parte la interpretacién I’ debe ser un modelo de P, pues,
de otro modo, I’ serfa un modelo definido de P; y no de P, contradiciendo la hipétesis
de este caso. Ahora recuerde que Py sélo tiene dos modelos I y I’ asi que, como I no es
modelo de P, tenemos que I’ es el inico modelo de P, U Pr. Asi concluimos, de nuevo por
la Proposicién 4.2 y como M = My, que My € AS(P, U Pr)y My e MS(P» U Pr). O

'Este caso no es necesario si restringimos nuestra atencién a la seméntica de answer sets. Podemos omitir
estas reglas ya que son equivalentes a las ——a que aparecen en la completacién del programa al caracterizar
los answer sets.
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El lema anterior se encarga, precisamente, de una de las implicaciones de nuestro teore-
ma principal. La otra de las implicaciones es una consecuencia inmediata de las definiciones
de answer sets y min-sets en términos de légicas intermedias.

Teorema 4.2. Sean P;, P> € Prp tales que Lp, = Lp,. Entonces Py =ag« P si y solo si
P, =nmg+ P sty solo si Py =g, Po.

Demostracion. Si P =g, P entonces también, para cualquier programa P € Prp, tenemos
que P UP =g, P> UP. Por lo tanto podemos reemplazar a P, U P con P, U P en las
definiciones de answer sets y min-sets para obtener, respectivamente, que P; =as« P y
P, =pg+ Po. Para la otra implicacién supongamos que Py #g, P, entonces el Lema 4.3
nos ayuda a construir un tercer programa que muestra P; Zag« Py y P; Zus+ Pa. O

4.1.2. Extension Conservativa

Una de las aplicaciones importantes de las nociones de equivalencia presentadas en este
capitulo es que nos permiten simplificar programas 16gicos. Supongamos que tenemos un
programa légico P, con una estructura mas o menos complicada, y queremos calcular los
modelos distinguidos de alguna semantica. Serfa de gran utilidad si podemos encontrar un
programa mds simple P’, equivalente a P, calcular la semdntica de P’ y recuperar entonces
la semantica del programa original P.

Sin embargo la condicién Sem(P) = Sem(P’) que impone la Definicién 4.1 de equiva-
lencia puede ser demasiado restrictiva. Serfa suficiente si, conociendo la seméantica Sem(P’)
fuera posible recuperar los modelos en Sem(P) mediante alguna relacién sencilla y facil
de calcular. Un ejemplo de este tipo de equivalencia, presentada en [3], es conocida como
extension conservativa.

Definicién 4.4. Sea Sem una semdntica para la clase C' y sean P, P’ € C programas tales
que Lp C Lp/. Decimos que P’ es una transformacion conservativa de P en la seméntica

Sem, y lo denotamos P Sem pr , si se cumple la condicion
Sem(P) = {MNLp|M € Sem(P)} .

Si P, es una transformacion conservativa de P; y, ademas, se satisface P, C P, decimos
que P, es una extension conservativa de P;. Baral presenta en [3], precisamente, la definicién
de extensién conservativa. La definicion que presentamos aqui es, en cierto sentido, mas
general pues admite una familia mas amplia de transformaciones y conserva las propiedades
esenciales de la definicién original.

Observe que la transformacién conservativa permite agregar nuevos dtomos al lenguaje
del programa P para tratar de conseguir un programa mas simple P’. La condicién que defi-
ne a la transformacion conservativa dice que, si ignoramos estos nuevos atomos introducidos
en los modelos de P’, obtenemos exactamente los modelos de la semdntica del programa
original P. A este conjunto de dtomos nuevos Lp/ \ Lp 